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Belegthemen

Priifungshinweis

Am Ende des Semesters ist ein ausgearbeiteter Beleg abzugeben (vgl. Modul
, Computergestiitzte Datenanalyse®), der die folgenden Themen umfasst:
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Lebensdauerverteilungen
Berechnung von Wahrscheinlichkeiten, Berechnung der Parameter der Verteilung, Ausfallrate,
Restnutzungsdauer

Systeme
Verfiigbarkeit, Lebensdauerverteilung, Wichtigkeit von Elementen

Statistik von Lebensdauerverteilungen
Weibull-Verteilung, zensierte Stichproben

Instandhaltung (optimale Strategien)
Statistische Qualitatssicherung in der Prozessiiberwachung (Kontrollkarten)
Stichprobenverfahren zur Attributpriifung

Beschleunigte Lebensdauertests
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Aufgabenstellung

Aufgabe 1

Fiir die folgenden Systeme gebe man Formeln fiir die Systemfunktion (2) und fiir die
Momentanverfiigbarkeit p des Systems in Abhingigkeit von den Verfiigbarkeiten
P1,p2,... der Elemente an. Verwenden Sie dabei verschiedene Methoden, sofern im
konkreten Fall anwendbar:

@ Darstellung als Parallel-/Seriensystem
@ Pfadmethode
@ pivotale Zerlegung

(Systeme (a) bis (e) sieche Aufgabenstellung)
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Erinnerung I:
Zustandsvektor Z, Systemfunktion ¢(Z)

Zustandsvektor Z

1 wenn Element e; funktionstiichtig

> T
Z=(21,22,-,2i,---,2n) ", 2 =
0 wenn Element e; ausgefallen

Systemfunktion ¢(2)

1 wenn System funktionstiichtig
e(2) =
0 wenn System ausgefallen

mit Z = (21,22,...,2n) "

Lernhilfen
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Erinnerung IlI:
Systemfunktionen ¢(Z) und -verfiigbarkeiten p
von Serien- & Parallelsystemen

Seriensystem
n
Lp(i):Hz¢=21~Z2~...~zn p=P(z1Nz22N...N2zy)
i=1 n
=P(21) P(22) ... P(zn) = [ ps
e N~ =1
=pr1 =pr2 =Pn

Lernhilfen

Parallelsystem

n n n
e =[]z=1-[0-2) p=P(ziUzU...Uz)=]]p
i=1 i=1 i=1

Es kann somit festgestellt werden, dass die Systemfunktion ¢(Z) und die
Systemverfiigbarkeit p syntaktisch gleich sind (nicht aber inhaltlich!).
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Abbildung: System (1a)

Praktikumsaufgabe

Bitte versuchen Sie diese Methode zur Herleitung der Systemfunktion ¢(Z) an System
(a) schriftlich. Im Nachgang wird eine einfache Méglichkeit der Herleitung in
MATHEMATICA aufgezeigt.




Belegthemen

Aufgabe 2 Aufgabe 3 Aufgabe 4 Aufgabe 5 Aufgabe 6
manuelle Lésung Teilaufgabe (a)

(%) =G1- G
G1=G3 || Z3=17((176‘3)(172’3))217(17237G3+G323)
=23+ G3 — G3z3
Go=z4]25=1—-((1—24)(1—25)) =1— (1 —25 — 24 + 2425)
=24+ 25 — 2425

G3 = z129

Gleichungen ineinander einsetzen:

G1 = z122 + 23 — 212223

©(Z) = (2122 + 23 — 212223) (24 + 25 — 2425)

Systemverfiigbarkeit p:

p = o(p) = (p1p2 + p3 — p1P2p3)(Pa + Ps — Paps)

Lernhilfen
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Diskussion des Rechenweges

Die manuelle Rechnung ist
@ schreibaufwendig,
@ zeitraubend und

o fehleranfillig.

Aufgabe 6 Lernhilfen

MATHEMATICA gestattet uns die Herleitung der Systemfunktion bei einfachen
Systemen, die in Serien- und Parallelelemente aufgeteilt werden kénnen, in eleganter
Art und Weise. Wir bedienen uns dazu der Definition von eigenen Funktionen in

MATHEMATICA.
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Eigene Funktionen in Mathematica definieren

Mathematica-Code
(1= MyFunc[a :1, b :50] :=a+b;

(2= ¢ = MyFunc[20, 36]

out)2l= 56

In3l= ¢ = MyFunc[20]

out[aj= 70

In@4):= ¢ = MyFunc[]

out4j= 51

Im obigen Code-Snippet wird die Funktion MyFunc mit ihren beiden Argumenten a
und b definiert; die Funktion wird die Summe beider Argumente zuriickgeben. Die
Variablen sind vorbelegt, so dass eine Angabe nur bei Verschiedenheit von der
Vorbelegung notwendig ist (analog zur Programmierung in C). D.h. diese spezielle
Funktion kann mit beiden Argumenten, mit einem oder mit gar keinem Argument
aufgerufen werden. In letzteren Fallen werden die vordefinierten Werte verwendet.

Aufgabe 1 Aufgabe 2 Aufgabe 3 Aufgabe 4 Aufgabe 5 Aufgabe 6 Lernhilfen



Vorbetrachtung zu unserer Funktionsdefinition |

Aus der vorherigen Folie ist nun bekannt, wie eigene Funktionen in MATHEMATICA
definiert und wie deren Argumente vorbelegt werden kdnnen. Um diese Funktionalit&t
fiir unser konkretes Problem nutzen zu kdnnen, betrachten wir zunéchst noch einmal
die Systemfunktion ¢(Z) fiir Seriensysteme:

n
p(2) = Hzi:zl C29 ... Zn
i=1
Fiir beispielsweise fiinf Elemente e1,ea,...,e5 mit ihrem zugehdrigen Zustandsvektor
(21,22, .., 25)T wiirde sich folgende Systemfunktion ¢(Z) ergeben:
5
p(2) = H2i=21 S 292324 - 25
i=1

Betrachtet man z.B. nur drei Elemente, ist nun ersichtlich, dass man an Stelle von z4
und z5 eine 1 einsetzen kann, die dann als sog. neutrales Element die Gleichung
unverdndert ldsst. Genau dies ist die Vorgehensweise fiir die Definition der
Systemfunktion ¢(Z) fiir Seriensysteme.
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Vorbetrachtung zu unserer Funktionsdefinition |1

Eine analoge Betrachtung fiihrt man nun bei der Systemfunktion ¢(2) fiir
Parallelsysteme durch:

n n
p(2) = Hzi :1—H(l—zi):1—((1—zl)(1—22)~...~(1—zn))
i=1 i=1
Ohne weiteren Beweis ist ersichtlich, dass die 0 das neutrale Element der Gleichung fiir
die Anzahl der betrachteten Elemente < n ist.
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L6sung in Mathematica |

Mathematica-Code
Parallelsystem:

inf1):= par[a ,b :0,c :0,d :0,e :0,f£ :0,g :0,h :0,i :0,j :0,k :0,1 :0,m:0,n :0]:=
1-(1-a)*(1-b)*(l-c)*(l-d)*(L-e)*(L-£)*(L-g)*(1l-h)*(l-i)*(1-37)=
(1-k)*(L-1)%(1-m) % (1-n)

Seriensystem:

inf2;= reifa ,b :1,¢c :1,d :1,e :1,f :1,g :1,h :1,4 :1,3 :1,k :1,1 :1,m :1,n :1] :

axbxcxdwxexfxgrhuixjakxlumsn

Entsprechend der Vorbetrachtung wird die Systemfunktion ¢(Z) fiir beide Systemarten
in MATHEMATICA implementiert. Fiir jede Systemfunktion ist die Betrachtung von 14
Elementen méglich (es kénnen natiirlich auch mehr Argumente/Variablen definiert
werden). Als Vorbelegung der Argumente wird jeweils das ermittelte neutrale Element
verwendet.

26
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Losung in Mathematica Il

Nun kann man die Systemfunktion ¢(Z) sowie die Systemverfiigbarkeit p, die analog
zur Systemfunktion ¢(2) fiir beide Systemarten gebildet wird, ermitteln:

Mathematica-Code
In[3= systemla = rei[par([rei[z;, z2], 23], par[zs, zs5]]

ouidl= (1 - (1-2122) (1-23)) (1-(1-24) (1-25))

In[4]:=
systemfunktionla = Expand[systemla] /. z; *_ - zi;
systemfunktionla = Factor[systemla]

Outfsl= (=21 22 - 23 + 21 23 23) (=24 - Z5 + 24 Zs)

In[6]:=
systemverfiigbarkeitla = systemfunktionla /. z; - p;

Outl6]= (-P1 P2 - P3 +P1 P2 P3) (-P4 - Ps + Pa Ps)

Lernhilfen
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Praktikumsaufgabe

Ermitteln Sie nun die Systemfunktion ¢(2) und die -verfiigbarkeit p eines weiteren
Systems.

Achtung!
Nicht alle Systeme sind mit der Betrachtung als Serien- bzw. Parallelsysteme ohne
Weiteres |6sbar!

Lernhilfen

pivotale Zerlegung & Pfadmethode

Die beiden weiteren Methoden zur Analyse der Systeme (SHANNONscher
Zerlegungssatz - pivotale Zerlegung und die Pfadmethode) werden im nichsten
Praktikum von Herrn Prof. Liebscher selbst erlautert.
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Aufgabenstellung

Aufgabe 2

Man leite die Formel fiir die Verteilung F'(t) der Lebensdauer der Systeme in Aufgabe
(1a) und (1b) ab. Fi(t), Fa(t),. .. seien dabei die Verteilungsfunktionen der
Lebensdauern der Elemente. Man gebe die Dichte f(t) der Lebensdauer des Systems
fiir den Fall an, dass die Lebensdauer aller Elemente exponentialverteilt mit dem
gleichen Parameter ist.

26
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.
Theorie

Zusammenhang zwischen p(t), F(t) und S(t)
p(t) =1—F(t) = S(t)

p(t)  Systemverfiigbarkeit
F(t) Lebensdauerverteilung
S(t)  Zuverldssigkeits- oder Uberlebensfunktion (engl. Survival Function)

Lernhilfen

Die Systemverfiigbarkeit p(t) und die Uberlebensfunktion S(t) geben die
Wabhrscheinlichkeit an, dass das System zum betrachteten Zeitpunkt noch

funktioniert. Die Lebensdauerverteilung F'(t) bestimmt die Ausfallwahrscheinlichkeit

des Systems zum Betrachtungszeitpunkt ¢.

Lebensdauerverteilung der Exponentialverteilung, Dichtefunktion

4 oy

X ~Exp(A): F(t)=1—¢",  f(t)= =
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L6sung fiir System (1a)
Aus Aufgabe (1a) ist die Systemverfiigbarkeit p bekannt:

p = (p1p2 + p3 — p1p2p3) (P4 + P5 — PaPs)

Durch Anwendung des Zusammenhangs p(t) = 1 — F(t) erh3lt man die
Lebensdauerverteilung F(t) in allgemeiner Form:
Ft) =1-((1 = F1(0)(1 = F2(8)) + (1 = F3(t)) — (1 = F1(0)(1 — F2(1))
(1= Fs())((1 = Fa(®) + (1 - F5(8)) — (1 — Fa(t))(1 — F5(1))

Laut Aufgabenstellung ist nun die Lebensdauer eines jeden Elementes
exponentialverteilt:

X; ~ Exp(\i), Fi(t) =1—e Mt
Des Weiteren l3sst sich der Aufgabenstellung entnehmen, dass der Parameter \; fiir
alle Elemente gleich ist:

Vi€ {1,2,...,n}: A = A ~ Fit)=1—e

Wenn nun die F;(t) in die Gleichung der Lebensdauerverteilung F(t) eingesetzt
werden und man die erste Ableitung des entstandenen Termes bildet, so ergibt sich die
gesuchte Dichte f(¢) der Lebensdauerverteilung.
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Aufgabenstellung

Aufgabe 3

Bestimmen Sie die Ausfallrate h(t) eines Systems mit zwei parallelen Elementen, deren

Lebensdauer Exp(A1)- bzw. Exp(\2)-verteilt ist. Ermitteln Sie auBerdem die mittlere
Lebensdauer MTTF.

18 / 26
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Theorie

Ausfallrate h(t)

O
MO =50 = T F

Die Ausfallrate h(t) gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass ein System zum
Betrachtungszeitpunkt t bereits ausgefallen ist.

Mittlere Lebensdauer MTTF

oo

MTTF = B(X) = /S(t)dt = /(1 — F(t)dt
0 0

19 / 26
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Aufgabenstellung

Aufgabe 4

Man analysiere die Lebensdauerverteilung eines Seriensystems von zwei Elementen,
deren Lebensdauern Weibull-verteilt mit den Parametern (3, A) und (4, X) sind. Geben
Sie die Verteilungsfunktion F'(t), die Dichte f(¢) und die Ausfallrate h(t) an. Wie groB
ist die mittlere Lebensdauer MTTF fiir A = 17

20 / 26



X ~ Weibull(\, 8) 1 F(t) =1—e

B Formparameter
A Zeitstauchung/-streckung
T  charakteristische Lebensdauer

Aufgabenserie 2 B.Eng. René Schwarz
S = PV
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Aufgabenstellung

Aufgabe 5

Wir betrachten ein Parallelsystem, dessen Lebensdauern seiner drei Elemente
Weibull-verteilt mit den Parametern (2,1), (3,1) und (4, 1) sind, wobei der erste
Parameter der Formparameter 3 ist. Ermitteln Sie die Dichte f(¢) und die Ausfallrate
h(t) sowie die mittlere Lebensdauer MTTF.

22
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Aufgabenstellung

Aufgabe 6

Gegeben ist ein 5-aus-n-System mit Elementen, die eine Verfiigbarkeit von 0.98

besitzen. Wie groB muss n gewihlt werden, dass die Systemverfiigbarkeit 0.99999999
betragt?

23 /26
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Ubersicht der Formeln fiir Serien- und Parallelsysteme

Seriensysteme Parallelsysteme
Systemfunktion ¢(2) (@) =11 = p(@R)=Jl=z=1
i=1 i=1
T n
Systemverfiigbarkeit p p= 11 p p=11p
i=1 i=1
Uberlebensfunktion S(t) S) = [T S:i(t) S) = 11 S:i(®)
i=1 i=1
n n
Lebensdauerverteilung F(t) | F(t) = [] Fi(t) F(t) =[] Fi(t)
i=1 i=1
Ausfallrate h(t) h(t) = > hi(t)
i=1
H:):Z —17H(17:1:1)
i=1 =1
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Allgemeines Lésungsschema

=)

Systemverfiigbarkeit p aus Systemfunktion ¢(Z) ableiten: alle z; durch p; ersetzen

Systemfunktion ¢(Z) ermitteln, ggf. Potenzen eliminieren (z

Lebensdauerverteilung F'(t) allgemein ermitteln: alle p; durch 1 — F;(t) ersetzen

Lebensdauerverteilung F'(t) speziell ermitteln: die einzelnen F;(t) durch die entsprechenden
Verteilungsfunktionen der Lebensdauern der einzelnen Elemente ersetzen

Dichte f(t) der Lebensdauerverteilung berechnen: F'(t) ableiten

Ausfallrate h(t) berechnen: h(t) = 11";“%)

oo
mittlere Lebensdauer MTTF bestimmen: MTTF = [ (1 — F(t))dt
0

25 /26
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Urheberrechtshinweis

Dieses Werk bzw. sein Inhalt ist unter der Creative C -Lizenz , N, Keine kommerzielle Nutzung-Weitergabe unter
gleichen Bedingungen 3.0 Deutschland* (CC-BY-NC-SA) lizensiert, sofern nicht anderweitig i (bitte beachten Sie insb dere
auch FuB Abbildi und Quell ichnisse u.4.). Es ist ausdriicklich vom Autor erwiinscht, dass Sie den Inhalt unter Beachtung

der Lizenzbedingungen weiterverbreiten, weiterverwenden, vervielfiltigen und veréndern.
Das Logo von René Schwarz ist entgegen dieser Bestimmungen urheberrechtlich geschiitzt. Es wird nicht gestattet, das Logo oder
Elemente davon weiterzuverwenden.

Li: informationen (Bedi ): http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/de/
Informationen zu Creative Commons: http://creativecommons.org/
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